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CAPITOLUL %

Siruri de numere reale

1.1. Notiunea de sir de numere reale

e T s G

L G Sl

1. Sa se scrie termenul general al sirului urmator si sé@ se puna acesta sub o forma
cat mai simpla

N o

Rezolvare
Termenul general este

1 1 1
an=(l——27)(1—§7) ...(l—?),ne IN;(nZZ)

si observam ca

(Ex. 1b, pag. 129)

2. Sa se scrie a,,, In functie de a,_, pentru sirurile:

1
a)a0=2,an=3an_l(n21); b)a0: l,anz Zan_1+2(”21)
1 2a,  +1
C)ao= 3,an= -————anﬁl ) (}121); d)a0=4’an+l=3an+2(n—>*0)

(Ex. 3, pag. 129)
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Matematica-pentry clasaa-X|-q

T S e ————

a)ranH{ = 32an~1;

1 1(1 1 5
b) an+l = Zan-'_ 2= Z(Zal1-l it 2)+ 2 = 4~2an-l it E;

2a, , +1

2a, +1 a ) Sa, , +4
&) g, = 9 A

an +2 M.{.Z 4an—l +5

a et

d)a, = e, +2) 2= 9a_ . +8.

Cateva completiri
a) Se observa ca termenii sirului dat sunt cei ai unei progresii geometrice in care g4~ 2,
g = 3. Termenul sdu general va fi g =a, ¢ =2"3" neN.

1 1
b) Considerand egalitatile @ = Zan+ 2;, a = 2% +2,ne N si scizandu-le

1
obtinema . —a = —(a —a )- Aceasta egalitate ne arata ci numerele g — a ,ne IN*
; n+l n 4\ "n n-1 n n—1

sunt termenii unei progresii geometrice in care primul termen este

5 1 et 5
d—a= 2% g 1 iar ratia g = 7 Atunci a.~a =la —ao)(z) =Z,7,

n n 1
n e IN*. Prin urmare Z(ak —a, )= 524—k ,n € IN* si cum in membrul drept apare
k=1 k=1

1 1
suma unei progresii geometrice cu primul termen — si ratia g = —, obtinem

4 4’
ol 1
4”*'*2 53 1 : 5 1 .
-—a =5—="01-— =14+ —}1-—
a,-—a, 1*1 3( 44),nEINdeClan 1 3 7 adica

1 5
8= (8 = 4" ) n € IN aceasta fiind expresia termenului general al girului dat.

2a, +1 4
c) Deoarece a4, = = °+ 5 = 5 se observa ca termenul general al sirului dat este de
0

xn
forma a = Z,ne IN undex0=1;y0=2§ix|=4;y1=5.



Siruri de numere reale

Atunci conform relatiei din enunt vom avea

RIS
Kpos Py vLdx AR
A N S R .
Yn-1

ne IN*
Cum din prima egalitate avem y  =x —2x _,n € IN* cea de-a doua devine
2k a0 2y padicalil Aesle s 3ie = linie SN
Scriind aceasta egalitate sub forma x ., —x = 3(x,—x, ), n € IN, rezulta ca
numerele x, —x _,,n € IN* sunt termenii unei progresii geometrice de ratie ¢ = 3 si cu primul
termen x, —x, = 2.

Decix, =2x, +y, §iy, =%, +2

n-1?

X

Procedand in continuare precum la punctul precedent obtinem

gerean 3" 41
= 5 ,ne N, apoiy = 5

X

,ne IN.

3/1+l =]
3Il+l +1 ;ne IN-

d) Exercitiul este analog celui de la pct. b). Aplicand acelasi procedeu obtinem
a =53 Lnaell

Sirul dat are termenul general a, =

Observatie
1. La punctele b), ¢), d) ale exercitiului de care ne-am ocupat au aparut — direct

sau pe parcurs - siruri (0. ), n € IN in care se cunosc o, o, si se da o relatie liniara
intre trei termeni consecutivi ai ei.

Presupunem ca o, = a; 0., = b iar relatia este
Ao+ Baict+to =0, n29:
n n—1 n-2
Atunci termenul general o, se poate afla dupa un procedeu expus pe larg in

volumul Aplicatii de Algebra si Geometrie Analitica, M,, clasa a Xl-a, autori: Inocentiu
Draghicescu, llie Petre lambor, Editura Aramis, 2002.

Reamintim, pe scurt, c& luand o de forma o, = r" obtinem ecuatia caracteristica
Ar*+ Br + C =0, dupa care:
- dacd A > 0, iar radacinile sunt r, sir,, atunci o, = Cr" + Cry
- daca A =0, iar radacina (dubld) este r atunci o, = C;r" + C,nr"
— daci A < 0, iar radacinile fiind complexe le ludm sub forma trigonometrica
r, , = p(cos@ + ising), ¢ € [0, 2x] atunci o, = p"(C,cosng + C.sinn®)
Pentru toate cazurile C, si C, sunt constante si se determina din conditiile:
o,= C + C2=a; o = Clrl o+ C2r2=b.
Reluand, de pild&, punctul d) de la exercitiul tratat avem a, = 4;
g .~ 8 hine IN deci a, =3a,+2 =14 siconsideram egalitatile
4., = 3a, + Bal=3ai kP Epe IN pe care le scadem.



tematice u cl 0.0

Obtinema S et ;» decia , , —4a, ,t3a,_,=0,ne IN*.

In acest caz ecuatia cauacteristlca este r’—4r+ 3 0 cu radacinile = v, 3
Atunma = +C3% v C, +.C, =4, C, +3C, =
Rezulta ¢ ——1 C, —5 deCIa =5 3"—1

2) Cele doua relatii de la punctul C), anume X =2,y gl = xp i 2y ,ne N*
x, 2 Yooy .

pot fi cuprinse simultan in urmatoarea scriere matriceala = 1 2 = e
yn : yn—l

2
1
anterioara devine X,=MX  ceea ce ne arati ci X, ne IN sunt termenii unei

X 1
Atunci, daca consideram matricele X, :[ " Je IN; m =[ 2], egalitatea
B

X i
progresii geometrice de ratie M si in care primul termen este X, =( - ] = (2)
Yo

X 1
Atunci X = M"- X, deci ( ") = M"(Z], n e IN, iar problema revine la a afla
Y

[[E8]] u
puterile M". Se observa ca M = I,+Aunde 4 = (1 1} deci M" = ZcfAk si cum
k=0
A*=24; A*=2"4 ke IN, vom avea:

M"=12+2C,5'A"—I +chz“A 2 +— 2(?"2‘ A= +2 ZC"Z" =
k=1

=1 k=0

1L 0 1 3Tl 3N
At e PR R B i
2 OF 2 Lodols 218" 2% 34 aul
X 13" +1 3" 1)1 D o
Asadar vom avea v, 203" ~1 3" +1)l2 adica

3n+l i 1

3n+l _1 3n+l+1
e 2 , ne N.Rezultd x = Jy = , ne IN.
31H—1 +1 7 2 w 2

2

1 1
T m n e IN* S3 se deter-

mine formula termenului general si s& se venﬁce rezultatul prin inductie.
(Ex. 7, pag. 129)

&
3. Fie sirul (a,) definit prin g, = 3 sia,

10



Siruri de numere reale

1
Conform relatiei date in enunt avem q,,, —a, = m, ke IN*. Prin

n-1 n—1 n-1
z 1 1 1
m a —a, )= E = i
e 2 ) (k +2)(k +3) 1 1( ) e,

P P ~\ k+2 k+3
G S e St S e (0T BBl a2y

Verificarea prin inductie o ldasam ca exercitiu.

4. Sa se afle termenul general al sirului (x,) in care se cunoaste x, > 0 si se da relatia

1 a
er-l = E[XM = _Ja (= H\]*’ I 0

n

(Ex: 8, pag:130).
Rezolvare

1
Relatia din enunt fiind x  x = E(xf +a), n € IN consideram si

1
XX l=5(xj4+a), ne IN*

Hn=

1
iar prin scadere obtinem x  x —xx = E(x,f -x2 ), ne N*
Cautam si de aceasta daté x, de formax, =r" (r # 0). Dupa inlocuire obtinem
1
pPl el = E(rz" — ) n e IN* iar dupa impértire cu >~ in ambii membri, rezulta

5 1 1
ecuatia caracteristica r” —r = E(r2 — 1) adica (r*- 1)(r = 5) =0.

1

Radacinile ei fiind r =1;7,= sl = 5 vom avea:
(&3

PO L

2717
- pentrun=0, C +C,+C, =x,
= 8 .
~pentrur=1, C -C + > =%
C3
— pentrun =2, CI+C2+T=x2

unde, conform relatiei din enunt

—lx+i :x§+a_ —lx+—a- :(x§+a)2+4ax§
gl 2% im Lo Ok e 4x,(x2 + a)

11



Din sistemul celor trei egalitédti de mai sus rezulta

1 1 4
€= 5(— Xt X, +2x),-C, = ‘6‘(x0 +3x, +2x,); C = g(xo = X,);

3

—1)" : Xy — X
D Gt s e

1
Asadar x, = E(xﬂ tx + 2 )+ 3.972 sNE IN in care

x, si x, se inlocuiesc cu valorile indicate. Obtinem:

X”:

[3a(3x§ +a)+ a(xg - a)(=1D"+ (g = a)(3x92 4 a)J’ ne IN.

6xy(x; + a) oL

1. Sa se enumere primii patru termeni, iar apoi sa se afle termenul general al sirurilor
(a,) definite prin:

a)x,=0;x_ ==x 2 ne'N;

b)x,=0;x, = S =25, 2 . ne N:

V=L ==x+n welN,

2. Aflati termenul general al sirurilor definite astfel:
1

a)x,=0;x =—':'2‘xn+ I, ne IN;
1 1

b)x0=—1;)cn+l = 5xn+ —27 ne IN;

c)x =1;x

0

I
=0x =x ——x n>N.
nt+l n 4 n—1

3. Fie numerele reale a, b nenule. S5 se afle termenul general al sirului (x,) definit
astfel:

xn—l + xn—Z
2
b)x,=a;%,=b(@>0;6>0), x,=ofx,_,-x,, (n> 2).
0 1

4. Se considers numerele x,=1; y,=0 si se cere s3 se afle termenii generali ai sirurilor
(x,) si () definite prin relatiile:

a)x0=a;xi=b;xn= wn=2)

3

1 1

a) xn = -2—(xn-l +yn—l); yn = g(7yn—l 3 xn—l)’ ne ]I\I*’
1 1

b) xn & E(xn—l +yn-l); yn = E(xn—l ok 2yn—l)’ ne H\I*’

12



Siruri de numere reale

1
5. Sirul (a) se defineste prina, = 1;4a,,,= 7, ,

n

, n € IN. Aflati termenul sau general.

6. Se considera sirul cu termenul general:
X = C C; B4+ CE 204 +CHI2 ne N*.

2n+1 n+1 2n+1 2n+1 J

Aratati ¢4 nici unul dintre termenii sai nu este divizibil prin cinci.

10 -1 11 +__.+,,14, ;i ne IN*.

Cll CH Ct’:

Stabiliti o relatie de recurenta intre oricare doi termeni consecutivi ai sai.

7. Fie sirul cu termenul general x, =

8. S4 se scrie sub o forma mai simpla termenul general al sirurilor definite prin:

-—+i3+...+-i;ne IN*.
2 2
a 1 a
—i;tg?+...+§;tg}7;a¢0;ne IN*,

1. a) Conform relatiei din enunt avem x, =2 si X —CR b2 b=y, BE IN*.
Atunci, rezultdi cliln, =x,= o0 =X, T K =HS 5, T .. BE N,

= 3 ‘ Sl

decix, =0;x,, ,=2,n¢€ IN.

. St.Jbsi_ruriIe (x,,)» (x,,4,) ale termenilor de rang par si respectiv ale celor de rang
impar din girul dat sunt constante.

b) Relatia din enunt scrisa sub forma: x ,, —x, =X —X, ;1N € IN* ne arata ca
X=X =X~ 1; n € IN*, deci termenii sirului dat formeaza o progresie aritmetica
in care primul termen este x, = 0 si ratia r = 1. Atunci:x =x t+nr=n,ne IN.

¢) Conform relatiei din enunt avem: x ,, =—(-x,  +n ~)+n=x_,+1,ne N~
ceea ce ne arata ca din doi in doi termenii sirului dat formeaza progresii aritmetice
de ratie r = 1. Este vorba despre subsirurile ) () yne N incare x, = 1;

x, =~-1, prin urmare x, = e = 1+n.

1 1
2. a) Conform relatiei din enunt avemx  , =— 5% sl = o 5%t +1,ne N*,

. = . 1 -
iar de aici prin scadere x . —x =-—(x —x, )adica2x  —x —x =0;ne IN*.
n+l n 2 n n—1 n+l n n—1

Tn acest caz se obtine ecuatia caracteristica 2r* —r — 1 = 0 cu radacinile r, = 1;

r2=—

N | =

2 1y
. Tinandu-se seama ¢a x, = 0; x, = 1 se obtine x, = 7 14 (— -2-) ;

13



1 1 1 1
b) Din x . = 5%, o si x = Skt PIEREA IN* obtinem relatia

4xn+1 - 4",, +x_,=0,ne IN* a carei ecuatie caracteristici este 4% — 4 + 1 =0 care

1 2n—1

are radacina dubla » = 7 Se obtine x, = e —,ne N.

¢) Se procedeazi ca la punctul precedent. Ecuatia caracteristici are radacina dubls
1-n

r= —. Se obtine: x, = ne N.

n

2
3. a) Relatia din enunt fiind 2x = x,,t2x _ (n23)se obtine ecuatia caracteristic3

n

1 1
2r2—r—1=0 cu radicinile =1l =—5. Prin urmare x = €+ CZ(_E)’ ne N

G,

constantele C, si C, rezultand din sistemul x=C+C,=a;x = C - -5 b obtinem

SdaE 7 e . padih 2 Lof R .
€= 3 2~3(a— ), iar apoi x = 3 3(a—) 5 |:neNN;

b) Problema revine la cea precedentd observand ci logaritmand relatia din enunt
1g'xn—l + lgxn—Z

obtinem lgx = >

si atunci notand ¥, =lgx , conditiile problemei sunt:

Y1t Voo
Yo=lga; y,=lgb; y = e (p2 2),

Conform celor stabilite vom avea

Y2
1 2 Lv a —EJ i
if A - ‘. —— | =1g| = b” =
Y, 3(lga+2lgb)+ 3(lga lgb)( 2) g(bf a

Ar2
=lg(—Z—f 2) 33\/ab2
=n"

Asadar x, = (g)}z»- Yab* ,ne N.

4. a) Din relatiile date avem:
AR e SN 3%, —5x,+2x_=0,ne N*

I s 2x L
Seob;inexn=—5+— siarapoiy =->+——=| e .

3 233

14



Siruri i de numere Tea

b) Se procedeaza ca la punctul precedent gi se obtin termenii generali:

Iocit 2(1_L)
X, =3 ardele T 5 6 )€ IN.

1 ¥ xn
5. Deoarece a, = -5 54 consideram termenul general al sirului de forma a, = _y_ ;
ne N unde x, = 1;y,= 1 six, = 1; y, = 2. Atunci din relatia data Tn enunt obtinem
% 1

ntl

Soldeus rae DN
Vst 1+i yn+'xn

yll
Procedand ca in cazurile precedente obtinem:
_(5-2)a-5)" + (5+2)(1+\/—)"2
\/_ 2n -2
_(\E—Z)(l— )"1+(x/§+2)(1+x/—)"1
yn S ’\/— 2n =1 ne ]I\I

=

deci

_ 265 -2 -5 + (521571 e .
8150 S5 —2)a— % 5 (e

Mentiune
Problemele care urmeazd sunt mai deosebite, ele solicitdnd atét perspicacitatea

si fantezia rezolvitorului, cat si stdpéanirea perfectd a unor cunostinte din materia
claselor anterioare.

6. (problemé propusa in 1974 de cétre Radu Gologan pentru OIM)

o 5 3 2k+1

Dedatespavem & = S tigtly a%p olnling introducem si auxiliarul

n 2n+l 2n+l
k=0 k=0

2k 21+l
3 &
= C;,'f:l' 22 . Atunci rezulta ca 22 x, + 1+22 | ,ne IN* Prinurmare
s Y=

3 3 2n+3 3 2n+l 3 2 3 5
22xn+1+yn+1 :(1+2E) :[1+2 ] (1"‘22) :[25)(5” +yn](9+225):

3 }_ 8

=9.22x, +9y, +16x, +2:22y, = 22 (9x, + 2y ) + 9y, + 16x,.

15



— T =

Deoarece numerele x, iy sunt rationale (chiar naturale!) oricare ar fin € IN*,
prin identificare obtinem relatiile x ,, = Ox & 2y 3 Vi = 10 74 9y FniedIN»,

Intrucat ne intereseaza comportarea numerelor x,,n € IN*in raport cu eventualul
divizor 5, in aceste relatii evitam multiplii acestuia (spunem c3 operatiile respective se
fac ,modulo 5”), iar in continuare vom proceda la fel.

Atunci putem scrie c3 A = Vi1 =%,-y, ne IN* relatii care,

hn

Xt =12 -Vx N* ; ‘ S
matriceal, se pot scrie sub forma = 5 nigs , NE iar daca notadm
n+l n

X b D
X =( ”]n e IN%; Az( ; 1] aceasta devine. X, =AX , ne IN*,
Yn 5

3:4il4
MiiAa Xn+2=A2X" si X,.+3=A3Xn’ne IN*, dar A2=[ st JSi

§ =T

xn+3 xn y
=3 adicax,,,=3x,ne N*.
yn+3 yn

Rezulta ca in raport cu divizorul 5 termenii x,n e IN* se comports periodic de

perioada 3. Atunci pentru a demonstra cerinta problemei este suficient s3 retinem primii
trei termeni ai sirului adica
1

=7 10 3.0
A =( sau ,modulo 5” 4° = (O 3) =3I, deci X, =3X,ne N*sau

el sy e B D g
k=0
2
X= Y CHo% =l 4 022° + cigs,
k=0
3
et e ¥ s LU ST +CJ27.

k=0
Dar neglijand multiplii de 5 cele trei numere sunt x, = 1; x, = 4; x, =2 ceea ce
incheie demonstratia.

o]

7. Deoarece x, = Z”T ,ne IN*rezults ca
@
k=0%n
n+l n+l n+l
1 1 1 k
X, 0= — =1+ =1+ Z —
: kz=;)cn+1 lczﬂn_-':_lck" n+1k=lCn :

k n

16



